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2022 年全国硕士研究生入学统一考试 数学(三)试题

一、选择题：1～10 小题,每小题 5 分,共 50 分．下列每题给出的四个选项中,只有一个选项

是符合题目要求的．

（1） 0x 时， ( )x ， ( )x 是非零无穷小量，给出以下 4 个命题：

①若 ( ) ( )x x  ，则 2 2( ) ( )x x  ;

②若 2 2( ) ( )x x  ，则 ( ) ( )x x  ;

③若 ( ) ( )x x  ，则 ( ) ( ) ( ( ))x x o x    ;

④若 ( ) ( ) ( ( ))x x o x    ，则 ( ) ( )x x  ;

其中真命题是：（ ）

（A）①③. （B）①④.

（C）①③④. （D）②③④.

（2）已知
( 1)nn

na n
n


  ， ( 1,2, , )n n  ，则（ ）

（A）有最大值，有最小值.

（B）有最大值，没有最小值.

（C）没有最大值，有最小值.

（D）没有最大值，没有最小值.

（3）  f t 连续，      
0

,
x y

F x y x y t f t dt


   ,则（ ）

（A）        , , , , ,x y xx yyF x y F x y F x y F x y     .

（B）        , , , , ,x y xx yyF x y F x y F x y F x y      .

（C）        , , , , ,x y xx yyF x y F x y F x y F x y     

（D）        , , , , ,x y xx yyF x y F x y F x y F x y      

（4）
 

1

1 0 2 1
xI dx
cosx


 ，

 1

2 0

1
1
ln x

I dx
cosx



 ，

1

3 0

2
1

xI dx
sinx


 ,则（ ）

（A） 1 2 3I I I  .

（B） 2 1 3I I I  .

（C） 1 3 2I I I 

（D） 3 2 1I I I 
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(5) 设 A 为 3 阶矩阵，

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 
   
 
 

 ，则 A 的特征值为1, 1,0 的充分必要条件是

（ ）

（A）存在可逆矩阵 ,P Q ，使得 A = PΛQ

（B）存在可逆矩阵 P ，使得 1A PΛP

（C）存在正交矩阵 Q ，使得 1A QΛQ

（D）存在可逆矩阵 P ，使得 TA PΛP

(6) 设矩阵 2

2

1 1 1 1
1 , 2
1 4

a a
b b

   
       
   
   

A b ，则线性方程组 Ax b 解的情况为（ ）

（A）无解 （B）有解

（C）有无穷多解或无解 （D）有唯一解或无解

(7) 设 1 2 3 4
2

1 1 1
1 , , 1 ,
1 1


 

 

       
                 
       
       

    ，若向量组 1 2 3, ,   与 1 2 4, ,   等价，

则的取值范围是（ ）

（A） 0,1

（B） , 2R    

（C） , 1, 2R       

（D） , 1R    

(8) 设随机变量
1~ (0,4), ~ (3, )
3

X N Y B ,且 X 与Y 不相关，则 ( 3 1)D X Y  （ ）

（A） 2 . （B） 4 . （C） 6 . （D）10 .

(9) 设随机变量 1 2, , , nX X X 独立同分布, iX 的概率密度
1 , 1,

( )
0, .
x x

f x
  

 
 其他

,则
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2

1

1 n

i
i
X

n 
 依概率收敛于( )

（A）
1
8

. （B）
1
6

. （C）
1
3

. （D）
1
2

(10) 二维随机变量  ,X Y 的联合分布律为

Y X 0 1 2

1 0.1 0.1 b

1 a 0.1 0.1

已知事件   max , 2X Y  与事件   min , 1X Y  相互独立，则    ,Cov X Y 

（A） 0.6 .

（B） 0.36 .

（C）0 .

（D）0.48 .

二、填空题：11～16 小题,每小题 5 分,共 30 分．

（11）
cot

0

1lim
2

xx

x

e


 
 

 
。

（12）
2

20

2 4
2 4
x dx

x x



 

（13）设 sin sin( ) x xf x e e  ， (2 )f  

（14）
,0 1

( )
0,

xe x
f x

 
 其他

� �
,求    dx f x f y x dy

 

 
   .

（15）已知 A 是3阶矩阵，将 A 第 2 行与第 3 行互换，再将第 2 列的-1 倍加到第 1 列得

矩阵

2 1 1
1 1 0
1 0 0

  
  
  

， 1A 为 A 的逆，则  -1tr A ____

(16) 设 , ,A B C为随机事件,且 A与 B互不相容， A与C互不相容，B与C相互独立,

1( ) ( ) ( )
3

P A P B P C   ,则 ( )P B C A B C    ______.
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三、解答题：17～22 小题,共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

(17 ) (本题满分 10 分)

设函数 ( )y x 是微分方程
1 2

2
y y x

x
    的满足  1 3y  的解，求曲线  y y x 的

渐近线.

(18 ) (本题满分 12 分)

某单位产品产量 Q 由资本投入量 x 和劳动投入量 y决定，生产函数
11
6212Q x y ，销售单

价 p 与 Q 的关系 1160 1.5p Q  .若单位资本投入和劳动投入的价格分别为 6 和 8，求

利润最大时的产量.

(19 ) (本题满分 12 分)

已知区域 D 为 2( , ) 2 4 ,0 2x y y x y y � � � � ，计算
2

2 2

( ) d d



D

x yI x y
x y

.

(20 ) (本题满分 12 分)

求幂级数
 
 

2

0

4 1
4 2 1

n
n

n
n

x
n





 
 的收敛域及和函数 ( ).S x

(21) (本题满分 12 分)

已知二次型   2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 3, , 3 4 3 2f x x x x x x x x   

，

（1）求正交变换 x Qy 化二次型为标准型；

（2）（2）证明
0

( )min 2Tx

f x
x x

 .

(22) (本题满分 12 分)

设 1 2, , nX X X 为来自均值为的指数分布总体的简单随机样本， 1 2, , mY Y Y 为来自均值

为2 的指数分布总体的简单随机样本，且两样本相互独立，其中 ( 0)   是未知参数，

利用样本 1 2, , nX X X ， 1 2, , mY Y Y 求的最大似然估计量̂，并求 ˆD （ ）.
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2022 年全国硕士研究生入学统一考试 

数学(三)试题 

一、选择题：1～10 小题,每小题 5 分,共 50 分．下列每题给出的四个选项中,只有一个选项

是符合题目要求的． 

（1） 0x 时， ( )x ， ( )x 是非零无穷小量，给出以下 4 个命题： 

①若 ( ) ( )x x  ，则 2 2( ) ( )x x  ; 

②若 2 2( ) ( )x x  ，则 ( ) ( )x x  ; 

③若 ( ) ( )x x  ，则 ( ) ( ) ( ( ))x x o x    ; 

④若 ( ) ( ) ( ( ))x x o x    ，则 ( ) ( )x x  ; 

其中真命题是：（   ） 

（A）①③.       （B）①④.    

（C）①③④.       （D）②③④. 

【答案】（C）. 

【解析】 

①若 ( ) ( )x x  ，则
0

( )
lim 1

( )x

x

x





.因此

2

20 0

( ) ( ) ( )
lim lim 1 1 1

( ) ( ) ( )x x

x x x

x x x 
    

  

  
，①正

确. 

②错，反例 ( ) , ( )x x x x    ; 

③若 ( ) ( )x x  ，则
0

( )
lim 1

( )x

x

x





，则

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim 1 1 0

( ) ( ) ( )x x

x x x x

x x x 


    

   

  
， 

因此 ( ) ( ) ( ( ))x x o x    ，③正确. 

④若 ( ) ( ) ( ( ))x x o x    ，则
0

( ) ( )
lim 0

( )x

x x

x




 


，则

0

( ) ( )
lim

( ) ( )x

x x

x x
 

 

 

0

( )
1 lim 0

( )x

x

x
 




，则

0

( )
lim 1

( )x

x

x





，即 ( ) ( )x x  ，④正确. 

因此真命题有①③④，选 C. 

（2）已知
( 1)n

n

na n
n


  ， ( 1,2, , )n n ，则（   ） 

（A）有最大值，有最小值.     

（B）有最大值，没有最小值.    

（C）没有最大值，有最小值.  

（D）没有最大值，没有最小值. 

【答案】（A）. 

【解析】 
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lim 1n

n
n


 ，因此 n n 必有界.且根据 x x 的单调性可得 x e 时单增，x e 时单减，因

此下界是 1， 2 2 和 3 3 是最大的两个值，对于数列
na 来说，

1 1 1 2a    ， 2

1
2 1

2
a    ，

当 3n  时，3 3 在 n n 中取最大值，
3( 1) 1

3n


  在

( 1)n

n


 中取最大值，所以必有最大值，

排除（C）（D）. 

再考虑是否有最小值，只有 n为偶数时才有可能成为最小值，接下来证明当 3n 时，

1
1n n

n
  ，即证

1
1

1nn n


  ，即证 1 ( 1)n nn n    .可以利用单调性，证明b a e  时，

b aa b ，因此 3n ，可得 1 ( 1)n nn n   ，即 3n 时，
1

1n n
n

  成立.因此仅当 2n  时，

2

1
2 1

2
a    为最小值. 

因此选（A）. 

（3）  f t 连续，      
0

,
x y

F x y x y t f t dt


   ,则（   ） 

（A）        , , , , ,x y xx yyF x y F x y F x y F x y     .  

（B）        , , , , ,x y xx yyF x y F x y F x y F x y      .  

   （C）        , , , , ,x y xx yyF x y F x y F x y F x y           

   （D）        , , , , ,x y xx yyF x y F x y F x y F x y        

【答案】（C）. 

【解析】 

0

0 0 0

( , ) ( ) ( )

= ( ) ( ) ( )

x y

x y x y x y

F x y x y t f t dt

x f t dt y f t dt tf t dt



  

  

 



  
 

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

x y

x y

F
f t dt xf x y yf x y x y f x y

x

f t dt






        









 

0 0

0

( ) ( ) + ( )+( ) ( )

( )

x y x y

x y

F
x f t dt f t dt yf x y x y f x y

y

f t dt

 




      



 

 



 

F F

x y

 
  

 
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2 2 2 2

2 2 2 2
( ), ( ),

F F F F
f x y f x y

x y x y

   
     

     

综上，正确选项为（C）． 

 

（4）
 

1

1
0 2 1 cos

x
I dx

x


 ，
1

2
0

ln(1 )

1 cos

x
I dx

x




 ，
1

3
0

2

1 sin

x
I dx

x


 ,则（   ） 

（A） 1 2 3I I I  .   （B）
2 1 3I I I  .  

（C）
1 3 2I I I        （D）

3 2 1I I I   

【答案】（A）. 

【解析】比较
1 2,I I ,令 ( ) ln(1 ), (0,1)

2

x
f x x x    则

1 1 1
( ) 0, (0,1)

2 1 2(1 )

x
f x x

x x


     

 
,又 (0) 0,f  所以 ( ) (0) 0f x f  ,

1 2I I ; 

再比较
2 3,I I ,令 

ln(1 ) 2 ln(1 )(1 sin ) 2 (1 cos )
( ) ,

1 cos 1 sin (1 cos )(1 sin )

x x x x x x
g x

x x x x

    
  

   
 

( ) ln(1 )(1 sin ) 2 (1 cos )

ln(1 ) sin ln(1 ) 2 cos , (0,1)

h x x x x x

x x x x x x x x

    

        
 

其中 

ln(1 ) 0,x x   sin ln(1 ) 0,x x x    2 cos 0x x  ,则
2 3I I ，故选(A). 

（5）设 A 为 3 阶矩阵，

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 
 

  
 
 

 ，则 A 的特征值为1, 1,0 的充分必要条件是

（    ） 

（A）存在可逆矩阵 ,P Q ，使得 A = PΛQ  

（B）存在可逆矩阵 P ，使得
1A PΛP  

（C）存在正交矩阵Q ，使得 1A QΛQ  

（D）存在可逆矩阵 P ，使得
TA PΛP  

【答案】（B） 

【解析】A 有3个不同特征值，故 A 一定可以对角化存在可逆矩阵 P ，使得 1 A P P . 
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(6) 设矩阵 2

2

1 1 1 1

1 , 2

1 4

a a

b b

   
   

    
   
   

A b ，则线性方程组 Ax b解的情况为（    ） 

（A）无解       （B）有解 

（C）有无穷多解或无解    （D）有唯一解或无解 

【答案】（D） 

【解析】根据非齐次方程组 X A b解判别的充要条件：系数矩阵秩与增广矩阵秩的关系当

   ,r r b n A A 时， X A b有唯一解； 

当    ,r r b n A A 时， X A b有无穷多解； 

当    ,r r bA A 时， X A b无解； 

  2 2

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

, 1 2 0 1 1 1

1 4 0 1 1 3

b a a a a

b b b b

   
   

      
       

A  

当 1a  或 1b  时，此时方程组无解； 

当 1a  且 1b  时，原式化简为

1 1 1 1

1
0 1 1

1

3 1
0 0

1 1

a
a

b a
b a

 
 
 
 
 
 
  

  

 

      当a b 时，
3 1

0
1 1b a
 

 
，    ,r r bA A ，此时方程组无解； 

      当a b 时，    , 3r r b A A ，此时 X A b有唯一解。 

故答案选（D） 

 

(7) 设
1 2 3 4

2

1 1 1

1 , , 1 ,

1 1



 

 

       
       

          
       
       

    ，若向量组
1 2 3, ,   与

1 2 4, ,   等价，则

的取值范围是（    ） 

（A） 0,1        （B） , 2R      

（C） , 1, 2R          （D） , 1R      

【答案】（C） 
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【解析】  

2

2

1 2 3 4

2 2 3

1 1 1 1 1

, , , 1 1 0 -1 1- -

1 1 0 1- 1- 1-

  
  

    
   
   

  

         

    

 

2

2

2 2 3

1 1

0 -1 1- -

0 0 2 - - 1 - -

 
 

  
  

 

   

    

 

已知
3

  
1 2
, , 与

1 2 4, ,   等价，则      1 2 3 1 2 4 1 2 3 4, , , , , , ,          r r r  

当 1   时，    1 2 3 1 2 4, , 3, , , 2r r       与向量组等价矛盾，故 1    

当 2   时，    1 2 3 1 2 4, , 2, , , 3r r       与向量组等价矛盾，故 2    

故排除 ,B D；当 2  ，    1 2 3 1 2 4, , , , 3r r       ，故排除 A ，于是该题选择C . 

(8) 设随机变量
1

~ (0,4), ~ (3, )
3

X N Y B ,且 X 与Y 不相关，则 ( 3 1)D X Y  （   ） 

（A）2 . （B）4 .  （C）6 .  （D）10 . 

【答案】（D） 

【解析】 ( 3 1) ( ) 9 ( )D X Y D X D Y     

由
1

~ (0,4), ~ (3, )
3

X N Y B 知，
2

( ) 4, ( )
3

D X D Y  ,故 ( 3 1) 10D X Y   ,选 D. 

(9) 设随机变量 1 2, , , nX X X 独立同分布, iX 的概率密度
1 , 1,

( )
0, .

x x
f x

  
 
 其他

,则

2

1

1 n

i

i

X
n 

 依概率收敛于(    )  

（A）
1

8
. （B）

1

6
.（C）

1

3
.（D）

1

2
 

【答案】（B） 

【解析】由辛钦大数定律知, 
2

1

1 n

i

i

X
n 

 依概率收敛于
2( )E X . 

由于
1

2 2 2

1

1
( ) ( )d (1 )d

6
E X x f x x x x x



 
     ,故选 B. 

 

(10) 二维随机变量  ,X Y 的联合分布律为 

Y     

X  

0  1  2  

1  0.1  0.1  b  
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1  a  0.1  0.1  

已知事件   max , 2X Y  与事件   min , 1X Y  相互独立，则    ,Cov X Y   

 （A） 0.6 .      （B） 0.36 . 

 （C）0 .      （D）0.48 . 

【答案】（B） 

【解析】 

令事件   max , 2A X Y  ,   min , 1B X Y  ,则 

     1, 2 1, 2 0.1P A P X Y P X Y b          

     1, 1 1, 2 0.2P B P X Y P X Y       ， 

   1, 2 0.1P AB P X Y     

因为事件 ,A B独立，所以      P AB P A P B ，即 

 0.1 0.2 0.1b    ，又由规范性知 0.6a b  ，则可得 0.2, 0.4a b  ，所以 X 的边缘

分布律为 

X  1  1  

P  0.6  0.4  

Y 的边缘分布律为 

Y  0  1  2  

P  0.3  0.2  0.5  

则   1 0.6 1 0.4 0.2E X          0 0.3 1 0.2 2 0.5 1.2E Y         

   1 0.1 2 0.4 1 0.1 2 0.1 0.6E XY              

所以        ov , 0.36C X Y E XY E X E Y    . 

 

二、填空题：11～16 小题,每小题 5 分,共 30 分． 

（11）

cot

0

1 e
lim

2

x
x

x

 
 

 
            。 

【答案】 e  

【解析】 

0

1cot
lim cot ln

2

0

1
lim

2

x

x

ex
x x

x

e
e



 
  
 



 
 

 
， 
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0 0 0 0 0

1 e 1 eln 121 1 e 2 e 1 12limcot ln lim lim lim lim
2 tan tan 2 2 2

x
x

x x x

x x x x x

e
x

x x x x    

  
  

           
 

， 

所以原式= e . 

 

（12）
2

20

2 4

2 4

x
dx

x x




              

【答案】 ln 3
3


  

【解析】 

2 2 2

2 2 20 0 0

2 4 2 2 6

2 4 2 4 2 4

x x
dx dx dx

x x x x x x

 
 

         

 
 

2
2 2

0 20

1
ln 2 4 | 6

1 3
x x dx

x
   

 
  

2

0

6 1
ln12 ln 4 arctan |

3 3

x 
    

ln3
3


  . 

（13）设 sin sin( ) e ex xf x   ， (2π)f              . 

【答案】0  

【解析】 

( )f x 为周期为2 的偶函数， ( )f x 为周期为2 的奇函数， (2 ) (0) 0f f   . 

（14）
e ,0 1

( )
0,

x x
f x


 
 其他

,求    dx f x f y x dy
 

 
              . 

【答案】
2e 2e 1  . 

【解析】    
1 1

0
d d d e e d

x
x y x

x
x f x f y x y x y

  


 
    

1 1 1
1 2

0 0
d e d e e d e 2e 1

x
y x x

x
x y x


        . 

 

(15) 已知 A 是3阶矩阵，将 A 第 2 行与第 3 行互换，再将第 2 列的-1 倍加到第 1 列得矩阵

2 1 1

1 1 0

1 0 0

  
 

 
  

，
1

A 为 A 的逆，则  -1tr A ____  
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【答案】 1  

【解析】由题可设

2 1 1

1 1 0

1 0 0

B

  
 

  
  

 

则
23 21( 1)E AE B  ， 1 1

23 21 23 21( 1) B (1)A E BE E E     

23 21 ( 1)

2 1 1 2 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 1 0 0 1 0

E E
B



          
     

         
             

 

即

1 1 1

1 0 0

0 1 0

A

  
 

  
  

 

 

1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0

A E

     
   

      
          

1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

    
   

      
         

 

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 1 1 1

 
 

  
   

，故 1

0 1 0

0 0 1

1 1 1

A

 
 

  
   

， 

故  1 1tr   A  

 

(16) 设 , ,A B C 为随机事件,且 A 与B 互不相容， A 与C 互不相容，B 与C 相互独立, 

1
( ) ( ) ( )

3
P A P B P C   ,则 ( )P B C A B C  ______. 

【答案】
5

8
 

【解析】
( )

( )
( )

P B C
P B C A B C

P A B C
  

由 B 与C 相互独立知， 

5
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

9
P B C P B P C P B P C    , 

又 A 与 B 互不相容， A 与C 互不相容, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P AB     

( ) ( ) ( )P AC P BC P ABC    

8
( ) ( ) ( ) ( )=

9
P A P B P C P BC    , 

得
5

( )
8

P B C A B C  . 

 

三、解答题：17～22 小题,共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤． 

(17) (本题满分 10 分) 

设函数 ( )y x 是微分方程
1

2
2

y y x
x

    的满足  1 3y  的解，求曲线  y y x 的

渐近线. 

【答案】斜渐近线 2y x . 

【解析】  
1 1

d d
2 2e 2 e d

x x
x xy x x C

   
   

  
 2 e xx C   . 

将  1 3y  代入可得 eC  ，即  12 e 0xy x x   . 

由函数解析式可知，曲线没有垂直渐近线； 

又由于    12 elim lim
x x

xy x x
 

  ， 

曲线没有水平渐近线； 

又
  1

lim lim
2 e

2
x

x x

y x
k

x

x

x 






  ， 

   1lim lim 2 0e 2
x x

xb y x kx x x
 

        ， 

故曲线有斜渐近线 2y x . 

（18）(本题满分 12 分) 

某单位产品产量 Q 由资本投入量 x 和劳动投入量 y 决定，生产函数

11

6212Q x y ，销售单价

p 与 Q 的关系 1160 1.5p Q  .若单位资本投入和劳动投入的价格分别为 6 和 8，求利润最

大时的产量. 

【答案】384 . 

【解析】 

由 题 意 得 利 润 函 数  6 8 1160 1.5 6 8L pQ x y Q Q x y       ， 化 简 得
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1 11

6 3213920 216 6 8L x y xy x y    . 

由 L 分别对 x 和 y 求偏导并令其为零： 

1 11

6 32

5 21

6 32

6960 216 6 0

2320 72 8 0

L
x y y

x

L
x y xy

y



 


   



    



 

解得
256

64

x

y





 

此时利润最大，利润最大时的产量 384Q  . 

（19）(本题满分 12 分) 

已知区域 D 为 2( , ) 2 4 ,0 2x y y x y y  ，计算
2

2 2

( )
d d





D

x y
I x y

x y
. 

【答案】2π 2 . 

【解析】设区域 D 的面积为
DS ， 

2 2 2

2 2 2 2

( ) 2
d d d d

D D

x y x y xy
I x y x y

x y x y

  
 

   2 2

2
1d d d d

D D

xy
x y x y

x y
 

   

2

2 2 2 2

2 1 1 2
d d 2 2 π 2 d d

2 4
        

  D

D D

xy xy
S x y x y

x y x y
 

2 2

2
2 π d d  


D

xy
x y

x y
 

将直角坐标化为极坐标后，有 

π 2
2

2
2 2 20 0

2 2 cos sin
d d d d

D

xy r
x y r r

x y r


  
 


2 2

π
sin cos

π 20
2

2 cos sin
d d

r
r r

r
   

 
  

π 2
2 π

2 sin cos
π

0 0 0
2

d sin 2 d d sin 2 d        r r r r  

π
π

2
π 20
2

sin 2
2sin 2 d 2 d

(sin cos )


  

 
 

   

π π π
2

π π0
2 2

1 1
cos 2 2 ( 1)d 2 π d

1 sin 2 1 sin 2
  

 
      

    

2
π π

π π 2

2 2

1 sec
2 π d 2 π d

1 sin 2 sec 2tan
     

  


 
  
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π π

π π2 2

2 2

1 1
dtan 2 π dtan

(tan 1) (tan 1)
   

   
 

 

3π
π

4
3ππ 2 2

42

1 1
2 π+ dtan dtan

(tan 1) (tan 1)
  

   
 

 

3π
π

4

π 3π

2 4

2 2
2 π 4 π

tan 1 tan 1 
     

 
 

所以 2 π (4 π)=2π 2    I . 

(20) (本题满分 12 分) 

求幂级数
 

 
2

0

4 1

4 2 1

n

n

n
n

x
n





 


 的收敛域及和函数 ( ).S x  

【答案】收敛域 1,1 ,  

   
arctan 1 2

ln , 1,0 0,1 .
( ) 2

2, 0.

x x
x

S x x x x

x

  
    

  
 

 

【解析】（1）设
 

 
2

4 1
( )

4 2 1

n

n

n n
u x x

n

 



， 1( )

lim
( )

n

n
n

u x

u x




1， 

( 1,1)x 则 ，收敛区间为 ( 1,1),  

当
 

 

 

   0 0 0

4 1 1 1
1,

4 2 1 2 1 4 2 1

n n

n n
n n n

x
n n n

  

  

  
   

  
   收敛，则收敛域为 1,1  

（2）
 

 

 

   
2 2 2

0 0 0

4 1 1 1

4 2 1 2 1 4 2 1

n n

n n n

n n
n n n

x x x
n n n

  

  

  
 

  
   记

 

   
2 2

1 2

0 0

1 1
( ) , ( ) .

2 1 4 2 1

n

n n

n
n n

S x x S x x
n n

 

 


 

 
   

关于 1( )S x ，当 0x  时， 1( ) 1.S x   

当 0x  时，
 

 
2 1

1

0

11
( )

2 1

n

n

n

S x x
x n










 ， 

记
 

 
2 1

3

0

1
( )

2 1

n

n

n

S x x
n










 ， 
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则   2

3 2
0

1
( ) 1

1

n n

n

S x x
x





   


 ， 3 320

1
( ) dt (0) arctan .

1

x

S x S x
t

  
  

   
1

arctan
, 1,0 0,1 .

( )

1 , 0.

x
x

S x x

x


 

 
 

 

关于 2 ( )S x ，当 0x  时， 2( ) 1.S x   

当 0x  时，

2 1

2

0

2 1
( )

2 1 2

n

n

x
S x

x n





 
  

  
 ， 

记

2 1

4

0

1
( )

2 1 2

n

n

x
S x

n





 
  

  
 ， 

则

2

4 2
0

1 2
( )

2 2 4

n

n

x
S x

x





    
 

 ， 4 420

2 1 2
( ) dt (0) ln .

4 2 2

x x
S x S

t x


  

   

   
2

1 2
ln , 1,0 0,1 .

( ) 2

1 , 0.

x
x

S x x x

x

  
   

  
 

 

则
   

arctan 1 2
ln , 1,0 0,1 .

( ) 2

2, 0.

x x
x

S x x x x

x

  
    

  
 

 

 

(21) (本题满分 12 分) 

已知二次型   2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 3, , 3 4 3 2f x x x x x x x x    ， 

（1）求正交变换 x Qy化二次型为标准型； 

（2）证明
T0

( )
min 2

x

f




x

x x
. 

【答案】（1）

1 1
0

2 2

1 0 0

1 1
0

2 2

Q

 
 
 

  
 
  
 

， 
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1 2 3

2 2

3 2 3

1 1

2 2

1 1

2 2

x y y

x y

x y y


 





  


 

  2 2 2

1 2 34 4 2f x y y y   . 

（2）
0

( ) 2
min 2

T

T Tx

f x y y

x x y y
   

【解析】 

（1）   2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 3, , 3 4 3 2f x x x x x x x x    ， 

二次型矩阵为

3 0 1

0 4 0

1 0 3

 
 

  
 
 

A ，则特征方程为 

2

3 0 1

0 4 0 ( 4) ( 2)

1 0 3



   



 

     

 

E A  

得特征值
1 2 34, 2     . 

当
1 2 4   时， (4 ) 0x E A 得 1 2(0,1,0) , (1,0,1)T T    

当
3 2  时， (2 ) 0x E A 得 3 (1,0, 1)T  . 

将 1 2 3(0,1,0) , (1,0,1) , (1,0, 1)T T T      正交单位化得 

T T T

1 2 3

1 1
(0,1,0) , (1,0,1) , (1,0, 1)

2 2
      可 得

1 1
0

2 2

1 0 0

1 1
0

2 2

 
 
 

  
 
  
 

Q ， 即

1 2 3

2 2

3 2 3

1 1

2 2

1 1

2 2

x y y

x y

x y y


 





  


 

  2 2 2

1 2 34 4 2f x y y y    
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(2) 由（1）知   2 2 2

1 2 34 4 2f x y y y   ， x Qy，故 T T T T x x y Q Qy y y  

故
2 2 2

1 2 3

T T 2 2 2

1 2 3

4 4 2( ) ( ) y y yf x g y

y y y

 
 

 x x y y
 

2 2

1 2

2 2 2

1 2 3

2 2
2 2

y y

y y y


 

 
 

当
1 2 30, 0y y y   时，可取到最小值2 .  

所以存在非零向量 y ，即存在非零向量 x，使得
( )
T

f x

x x
取到最小值2 .得证. 

(22) (本题满分 12 分) 

设 1 2, , nX X X 为来自均值为的指数分布总体的简单随机样本， 1 2, , mY Y Y 为来自均

值为2 的指数分布总体的简单随机样本，且两样本相互独立，其中 ( 0)   是未知参

数，利用样本 1 2, , nX X X ， 1 2, , mY Y Y 求的最大似然估计量̂ ，并求 ˆD （ ）. 

【答案】
1 1

1 1ˆ (
2

n m

i j

i j

X Y
n m


 

 


  ）;
21

n m



 

【解析】（1）由题意得，
1

x


 ，
1

2
y


 , 

则

1
1

e 0

0

x

X

x
f x








 



 
（ ）

     其它 

,

1

2

Y

1
e 0

2

0

y

y
f y








 



 
（ ）

       其它 

 

设 1 2, , nx x x , 1 2, , my y y 为 1 2, , nX X X , 1 2, , mY Y Y 的样本观察值，则 

1 1

( ) ( ) ( )
n m

X i Y j

i j

L f x f y
 

   

当 0, 0i jx y  时, 

1 11 1

1 11 1

2 2( )1 1
( ) e e e e

2

m mn n

j ji i
j ji i

n m y yx x
m n mL

  
 

 
  

  
  

     
    
   

=2  

1 1

1 1
( ) ln 2 ( ) ln

2

n m

i j

i j

LnL m n m x y 
  

        

令
2 2

1 1

( ) 1 1
0

2

n m

i j

i j

dLnL n m
x y

d



    


      , 
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得 的最大似然估计量为
1 1

1 1ˆ (
2

n m

i j

i j

X Y
n m


 

 


  ）. 

（2）
1 1

1 1ˆ
2

n m

i j

i j

D D X Y
n m


 

 
  

 
 （ ） ( ）  

 
2

1 1
[ ( ) ( )]

4
i jnD X mD Y

n m
 


 

 
2 2 2

2

1 1 1
4

4
n m

n mn m
  

 
 

 
=  =  

 


